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1» Kart ez icne komponente 


vektar: 

a = C a ^»&2» a 3^* a l * a x = itd. 

= (1,0, Q) itd. 

tenzor ; 

/ A ll A 12 A 13^ 

A = A 21 A 22 A 23 

\ A 31 A 32 A^y 

A ij “ ®t*CA^j) = ( e^A) • 
adjungirani ( transponirani) tenzor: 

A 11 A 21 A 3l\ 

A 12 A 22 A 32 » A ^"ij = A .ji» (A+)t = 

A 13 A 23 A 33 

2. Sestevan.ie 
(a + b)^ = a^ + b lt (A + B) i;) = A.. + B 





A ij ê i® ë *j 


3 . Produkti 


skalarni: 

a*H = a^b^ + a^b^ + a 3 b 3 = ab 008 (a^) = $»a 

vektorski: 


âx^ = 


6 1 «2 S 3 
a l a 2 a 3 
b l b 2 b 3 


- ( 


a 2 a 3 
b 2 b 3 


a 3 a l 
b 3 b ll 


a l a 2 
b l b 2 


) 


âx 'Êl = ab sin (a,"6) 


t enzorski 
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V 


produkt teczorjev: 

812 013 

AB = A 21 A 22 A 2 j B 21 B 22 B. 

\Aji A 32 A 3 3 / \ L B 2i ®32 B 33 l 

< A § 3 ik 

(AB)t = e t A t 

produkt tenzorja z vektorjem: 

I b- 




Ab = 


^ll A 12 A 13l 


A 21 A 22 A 23 
A 31 A 32 A 33 


= ( ^- A ijbj *•••»••• ) * bA^ 


\ b 3 


i 


= ( ^ b ^A f •••(•••) = A^b 


/j^llj A 12 A 13 V 

’bA = ( b l* b 2 ,b 3^ l'A^^iA^^ k 23 

r 3lj A 32 A 33' 

(AS)i -Z^V («A)j = ZVij 

.1 

vektorski produkt tenzor.ja z vektorjem: 

( k \2 b 3 " A i3 b 2» A 13 b l " A ll b 3» A ll b 2 * A 12 b V 

AXb = 1 A 22 b 3 " A 23 b 2’ A 23 b l " A 21 b 3* A 21 b 2 " A 22 b l 

' A 32 b 3 ” A 33 b 2* A 33 b l ‘ A 31 b 3’ A .31 b 2 “ A 32 b l' 

bXA = - (A + X S) + 

vsi produkti so distributivni 

4, Posebni tenzor.ji 


= A(^Xl) 


enotni (ident it eta): 1 = 


1 0 0\ 

0 10 = 2- e ± 

\0 0 1 / 


izotropen: A = \l 

aimetricen (sebi ad.jungiran) : A = A^ 

antisimetricen in ustrezni vektor: 

0 -a. 

1 

A r. - A b = a x 1 = 



a = (-A^-^t A 13*” A 12^ 
axj’ = Ao = (a x 


unitaren; 


AA + * A + A = 1 


5^__yrte nje koocrdinatnega 3 iatema 


â = 


11 

OK 

v A. 

• 8 j )e j 

a i : 

= â.e’ = 


• âj)(â*âj) =4 

“u 

= e* • â 
G i ®j 

= cos 


oroc + 

= a + a = 

1 


A * 

ij 

- I « 

kl 

ik k kt % 


6. Invariante pri vrten.ju 
a = lai = Yâ.a = l/a^ 2 + a^ 2 + a^ 2 

-i-r(iA)= + ^22 ^33 


det( A) = 


A 11 A 12 A 13| 
a A * 
a 21 a 22 23 : 
A Â i 

Ä 31 a 32 a 33» 


det(AB) = det(A)det(B) 
det(âvXH) = 0 
Tr(â®b) = â«H 



7« Lastne vrednosti sebi adjunfilranee;a • tenzor.ja 
AcT = Xco ^-3 û" / û ce det ( A - ,\l) = 0 

ce A = A + => 3 reaini koreni '. I# \ u , \ ln (lastne vrednosti 

ustrezni lastni vektorji: üL* ^--r. ûv 

I ’ il* III 


jih norrr.iramo in, ce tre’oa, ortogonal iziramo: ÜA«ûT = 0 

ij 


Tr (a )= ^ + + , Vlr 

d6t( ^= -II \-II 
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8. Veckratni produkti 


a.(Sxc) - (âxt).c 


l l a 2 a 3 
b l b 2 b 3 
i c l c 2 c 3 


ïx(’Sxi) - (a.«)t - Câ.t)c 
(âxb)xc = (â.c)â - (â.c)a 
sx(bxc) + Bx(cx ä) +âX(axb) 
â * Ü(â.u) ♦ üx(âxu), Öe |u| » 

ä.ô ä«â| 


(â xB) .(c xd) 


t>.c S.d 


(â®S)c = ä(b«c) = c(b®a) 

(ft®B)x 6 = a®(bxc) 

produkt tenzorjev je asociativen, produkt tenzorjev 
in vektorjev pa ne vedno: 


(AB)C = a( 3C) s Â3C 

a • (3c) = (a3) .c, A Q3c) = (A3)c - a3c, â(BC) » (âB)£ 2 &3C 
toda na splosno A(bC) / (Ab)£ in seveda (â.b)£ / â*(S.£) 


9. 3ef inici.je odvodov 


gradient skalarja: 

df (r) = dr.Vf * dr.grad f, â.Vf » (^g"^ » de jn| » 


odvod vektorja v predpisani smeri: 
dv(f) * (df*V)v, (ä-V)v » i ce |Ô| 


divergenca vektorja: 
V*7(r) * div v(r) * 


lim^ 

tnoA |r'-rl*»0 



dS’ *v(f ’) 


1 


divergenca tenzorja: 


V A( r) * div A(f) 




lim 

jr'-fi »<J 


1 

7 


U) dS* A(r ’) 


j 


(integrala po povrsini , ki objeraa prostornino V, 
vektor dS' obrnjen pravokotno navzven) 


1 




rotort 

Ä*(Vxv(f)) » Ä»rot 7(f) » lim ïidr’.f^r*) 

»«iwn ö J 

(integral po rayni zanki, ki objema plosSino S in ima ncormalo f, 
obrnjeno po avedrskem pravilu) 

gradient vektorja: 

Ä(7®v) = (n*V)^ 

simetriziran gradient vektcarja (deformaci ja ) : 
def v » ^[V® ▼ + (V<8>v)+j 
Tr (def v) = 7*v 

10. Odvodi posebnih izrazov in produktov 

Vf(g(f)) = f( g) 7g(r), Vf(r) = f»( r) t/t 

V(â-f) = â 

7-r »3, Vxf = 0, (c.V)f = C 

V* (âx ?) = 0, VX(âxr) = 2a, (c.7)(â*f) = âx c 

V(f 1) = Vf, V(vxi) = Vx v 
V(fg) = f Vg + g Vf 

V(u.v) = (ü.V)v + (v-V)u + ux(Vxv) + vx(V.xü) 

V(v 2 /2) = (f*V)v + f x(Vx v) 

V*(fv) = fV*v + v-Vf 
^(uxv) =v.(Vxu) - u.CTx v) 

V/(fv) = f Vxv - V X Vf 

Vx(uxv) = (tf.'V)ü - (Û.V)v + u(V*v) - 7(r*iî) 

(uW = 7(ü.Vf) + f (u*V)v 


8 


7(ü®tf) » *(V-u) (ü-V)tf 
7(f A) - (Vf)A ♦ f (\7A) 

V-(Av) « v.(Va) ♦ Tr(A def $) , öe A » A f 

11. Jrufii odvodi 

- V-7f 

t^v . Kv 7 ® «) . 7(7* v) - 7x(7x ») 

?*(Vr) • o 
V- (?x *) - o 

VCdef ♦) . \fn * j 7(V-' ? ) 

12. Intep;ralne formule 

jaussovi izreki (integral po zakljuceni ploskvi * 

= integral po objeti prostornini) : 

|dS f = j dV Vt 
i ds.v = j dV V-v 

z » f Vg - g Vf dobirrio Greenovo formulo: 
tfdS*(f v ; g - K Vf) = I dV (fV\ - kV^). 

(fcdSX « | dV VxV 
r f ~j 

j(ä*(!o) V = J dV (a-V)v, ce ä = const 
(j) dS A = j* d V y A 

Stokesovi izreki (integral po zanki * integral po objeti ploskvi) : 

ifdr.V = JdS.(Vxv) 

û dr X v = f ( dâ XV)X v 

j J 

i.!r f = jdSX?f 
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13« Odvodi v raznih prayokotnih kocgdinatnih fliate mih 
sploéne koordinate: q 2 (?) * q^(*) 

7q t - ^CW/hiC*), - î id , ♦(*) -^iC*) * t (ï) 

dr » ^hi^dqi, d7 - h-^h^dq^dq^dq^ 
n* 1 * 1 »t _ 1 Qf 

V - E^ 7q^*l + 70^2 + E^ 7q^3 

V ‘* 'Äfew + ^ (h 3 h l v 2) + zf^lWl 

= ^ [^W ‘ ^ (h 2 v 2)] é l + E^[^ (h l v l) - 

- + e^[^y ( v 2 ) - 4 ( Vl)] «3 

7 2 f = -1.. [? (^2 if_) . _?_ ( h ? h i 3f ) + ? ( h i h 2 2f ] 

W5KT V 3^ ( ^T ^ ^ ( ^7 äq)l 

kartezicne koordinate: q^ = x, = y, = % 

Vf - !R + %h + M Ä z 

5* ♦ ï 5 

V - T - %r - &)"x + <& - 5M + ( & - 

V 2 f=§ + g| + i?| 

?bc 2y c*z 

o ^2-$ q2-a ^,2-^ 

u 2 ^ _ £▼ . . <LZ 

VY 'h?*î?*ï? 

(7a r^ü ~L± ^ A ?i i 

/ 2ü 1^22S x 2fV\ 1 /3«, v 

/ 1? 2 ( ^ + ^ 2 ( 7F + ^ 

(V®v). . » «1 . dpr v = I irl^ x l/ 2tv 


L)S y + ( ’S X - Ty 2 )®: 


(V ® T) ij ’ ^xf • def T « 2 ( f + & |(# ♦ 7 p 

(irSä. + jOh'i 1 ?”r &Vv 9lJ- ; 

\5 ( 77 + TSf) 2 ( 7? + W P* / 
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cilindricne koordinate : 
q l * ?' q 2 * f' q 3 * Z 

= 1 , h^ * ^ i h^ * 1 
dV = ^ d^> d <p dz 

Vf = + i + 3f^ z 

n - l ' î( ’ v 9 ) + 1 Î4. + Ï£ 
v * v = ë, ' ' 3 ? + ^ if *f 

i > z '> .* ,>£ >zw i ( Q( f v yd _ Q Z*)t 

VX V = (i -- - jZ )e <f + ( ^ ‘ ^ f 9 f z 



? 2 f = I 1 + ^ ^ + & 

?t = (ï\ - ^ - 7 ^ v (r % - ^ + V y2vz *• 


krogelne koordinate: 

q l = r » d 2 = a y 

h, = 1, h 2 * r , h^-r sin^ 

d V = r “dr d(cüsv) dy 

7f = 7F e ‘ r + 7 f+ ^ + r~sTnT' % ®r 

7-v = 4 TF^V + r'sin'5- ^ (sin ' 
r 


7* v = 


r sin 'C+' 


1 

+ - 


x ?v r 9 (rv v ) 


c-V^. 


e. + i 



r 7>(rv v ) ?v 


r [_sin -F r-cp d r 1 ^ r L cr 


C v 


rl é 


= 72 , 1 ? ,_ 2 ?f, . 1 

' f = ”2 7F (r Tr 5 + X,„ V ?9- 


•^(sin? t|) + g 1 g - +4 
r c ain ^ ^ 4 r 2 sin 2 v> 


PREDGOVOR 


Zbirka podaja v strnjeni obliki tiste fonrrule za vektorje 
in za tenzorje 2. reda (kvadratne matrike), ki se pogosto rabijo. 
Namenjena Je uporabniku, ki pojme ze pozna, tako da mu zadoscajo 
prav skopa besedna pojasnila. Fisava brez komponent, ki ni od- 
visna od i2(bire koordinatnega sistema, naj vzpodbuja k nazorni 
predstavi. 

Znamenja ee vecji del ravnajo po prevladujoci rabi v fizi- 
kalni literaturi. Skalarni, vektorski in tenzorski produkt dveb 
vektorjev zaznamu jeva s • , X in ® . Produkte s skalarji pa 
piseva brez locila in ravno tako matriône produkte (tenzorja s 
tenzorjem in tenzorja z vektor jem) . Izogibava se razlikovanja 
"vektorjev vrstic" in "vektorjev stolpicev". 


Omejila sva se na 3-dimenzionalni evklidski prostor; ven- 
dar se bo uporabnik sam znasel z nekaterimi posplositvami . V 
ved dimenzijah zavrzemo vektorski produkt, medtem ko ohranimo 
vse ostalo. V kompleksnih prostorih je treba npr. pri drugem fakto 
ju skalarnega produkta in pri komponentah ad jungiranega tenzor- 
ja (ki se ne ujema vec s transponiranira tenzcrjem) vstavljati 
konjugirano kompleksne vrednosti, takole : 


u«v = 2 Ui v.- = 


a t - Â 

ij A üi 


7 Hilbertovem prostoru, kjer tenzorjera ustrezajo operatorji, 
pisemo po navadi (ü,v) ali (v|u) namesto ü.v. 


Izmed uporabljenih virov naj omeniva naslednje: 

£. îiadelung: Jie mathematischen äilfsmittel des Fhysikers. * 
Springer, Berlin 1937« 

G. A* Korn, T. M. Korn: Mathematical Handbook for Scien- 
tists and Engineers. KcGraw-Hill, New York 1968. 

P. K. Korse , H. Feshbach: Kethods of Theoretical Physics. 
KcGraw-Hill, New York 1953. 


Rada bi se zahvalila Egonu Zakrajsku za temeljit pregled 
rokopisa in za nasvete, s katerimi nama je pomagal odpraviti 
vec nedoslednosti. 
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